Densité des polynomes orthogonaux

« Beck, Malick, Peyré, Objectif agrégation. (110, 140-142)

Soit I un intervalle de R. Soit p une fonction poids.

S’il existe a > 0 tel que J e“lx‘p(x) dx < +o0 alors les polyndmes orthogonaux associés
I
a p forment une base hilbertienne de L?(I, p).

Démonstration. Comme les polynémes orthogonaux (P, ),ey s’obtiennent par orthonor-
malisation de Gram-Schmidt de la famille de polynémes (X"), alors (P, )nen est une famille
orthonormée de L*(I, p), un espace de Hilbert.

Il suffit de montrer que Vect(P,, n € N) = L*(I, p).

Or Vect(X", n e N) = Vect(P,, n € N). Donc, montrons que Vect(X"™, n e N)* = {0}.
Soit f € L*(I,p). Montrer que si Yn e N, (f|X™) =0 alors f =0 dans L*(I, p).

« Définissons tout d’abord la transformée de Fourier de fp.
| f@p(x) sizel
On pose ¢ : x { 0 Sirdl
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Vrel, lo(@) = [F@)lo() < 50+ [f@Polr)  car¥t>0, t <
Comme p, |f|?p € L'(R), alors la transformée de Fourier de ¢ est bien définie :

VEER, B(¢) = j F(@)e € p(x) da
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« Etendons ¢ en une fonction holomorphe sur
B, = {z e C, |Im(z)| < g} avec a > 0.

y

Soit z € B,. Comme Vz € I,
|67iz:p| _ |67i(Re(z)+iIm(z))x| _ eIm(z)x < 6\Im(z)H:):|

Ainsi, ,
L F@)e = p(z)| da = f @)™ () de
< f (@) le3 p(z) da

< gj eIl o () dx>J§L (@) 2p(z) dx)i <t
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par h'y‘gothése feL2(1,p)
par Cauchy-Schwarz. Donc, = — f(z)e "**p(z) € L'(R).
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Par conséquent, on peut définir pour z € B,, F(z) = J f(x)e " p(z) du.
[
* Yz € B,, x — g(z,x) est mesurable. 9(z,x)

* pour pp x € I, z — g(z,x) est holomorphe sur B, (car exp est holomorphe).
* Vze By, pprel, gz )| <|f(z)|e2l"p(x) € L*(R) et est indépendant de z.

Donc, par le théoreme d’holomorphie sous signe intégral, F' est holomorphe sur B, et
YneN, Vze B, F™(z)= (—z)”J a"e” " f(x)p(x) da.

I
Donc, F™(0) = (—i)"(X™| f) = 0 par hypothése.

L’unicité du développement en série entiere d’une fonction holomorphe montre que F' = 0
sur un voisinage de 0. Le théoreme du prolongement analytique implique que F' = 0 sur
le connexe B,, donc en particulier sur 'axe réel.

Donc ¢ = Fig = 0. Comme ¢ est intégrable (d’apres ci-avant), I'injectivité de la transfor-
mée de Fourier implique que ¢ = 0.

Vz eI, p(z) > 0 alors f(z) = 0 pp sur I. Donc f = 0€ L*(I,p). O



Exemple : Pour / = R** et la fonction poids x — 2%,

Montrons que Vz € I, f(x) = sin(2rInz) est orthogonale & tous les monoémes z — x™.
(flz") = f 2" sin(2m)z ™ M da
R+
= J e sin(2my)e Y dy avec y = Inx
R

n 2 n 2
= e( . f e~ (v="34) sin(2my) dy
R

(n+1)? n+1
= (—1)"*te T f sin(27rz€)e_t2 dt avec t =y — 5
R
=0 car la fonction est impaire

Ainsi, z — 2" n’est pas totale dans H. La famille des polynémes orthogonaux n’est pas
totale non plus : ce n’est donc pas une base hilbertienne.



